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247. Statistische Beurteilung 
von Koinzidenzen bei Schwingungsspektren 

von E. Billeter und Hs. H. Giinthard 
(22. VIlI.  59) 

1. Einleitung 
Beim Vergleich von SchwiIigungsspektren hat man oft die Signifikanz der Anzahl 

von Koinzidenzen zu beurteilcn. Fragen dieser Art treten etwa auf beim Vcrgleich 
von Infrarot- und RAMAN-Spektrum einer Molekel im glcichen Aggregatzustand oder 
beim Vergleich der Schwingungsspektren ciner Substanz in verschiedencn Aggregat- 
zustanden. I m  ersten Fall bildet die Diskussion der Anzahl der Koinzidenzen den 
Ausgangspunkt fur Ruckschliisse auf die Existcnz eines Symmetriezentrums in der 
Symmetriegruppe der Molekel. Im zweiten Fall versucht man, aus dem Vorhanden- 
sein oder dem Fehlen von Koinzidenzen die Existenz gleichcr bzw. verschiedener 
Konstellationen in verschiedenen Aggregatzustanden abzuleiten. Auch bei Infrarot- 
spektrcn komplizierterer Molckeln hat man oft die Zugehorigkeit von Absorptions- 
banden zu empirisch festgestellten Frequenzbandern zu beurteilen. 

Um Korrelationen dieser Art zwischen Schwingungsspektren statistisch auf Grund 
gewisser Hypothesen fcstzustellen, lassen sich verschiedenartige Tests benutzen. 

Am naheliegendsten scheincn Tests, die die auf Korrelation zu priifenden Merk- 
male s bzw. y in zwei Spektren bewerten, z. B. das Vorhandensein bzw. Fehlen mit 
1 bzw. - 1, und in der ublichen M‘cise den Cross-Korrelationskocffizienten 

r = [z xi yi] [(x xi?) (2 yiZ)]-l’* 

als Mass fur die Korrelation definiercnl). Ferner ist die Anwendung von Tests fur die 
Auffindung von Rangkorrelationen nach KENDALL~) oder SPEARMAN 3, denkbar. 

Da hierbci cine Kangordnung (z. B. nach dcr Grosse der Frequenz) benutzt werden 
muss, scheineri uns diese Tests wenigcr natiirlich. Zudem werden sic in gewissen 
Fiillen unbcstimmt. 

2. K-Test 
In dicscr Arbeit beschreibcn wir einen Test, welcher auf folgenden Annahmen 

beruht. 
1. Die Beobachtbarkcit eines Schwingungsiibcrgangs mittels einer bestimmtcn 

esperimcntcllen Anordnung darf als Rlerkmal des Ubergangs betrachtet wcrden. 
Es wird also angenommen, dass sowohl Infrarot- wie RAxm-Aktivitat eines 

Schwingungsubergangs je ein Merkmal sind, oder dass die Infrarotabsorptionen ein 
und dessclben Schwingungsuberganges einer Molekel in verschiedencn Aggregat- 
zustanden beobachtbare Merkmale sind. Praktisch setzt dies voraus : cin Schwingungs- 

I) Einen Test dieser Art beniitzten Hs. H. G ~ ~ N T H A R D ,  H. HEUSSER 6t A .  FCRST, Helv. 36, 
1000 (1053), bci Infrarotspektren komplexer Molckeln mit Bewertung 1 bzw. 0.  Diese Bewertung 
twletzt  jedoch eine zii fordernde (1 common senscwEigenschalt des Korrelationskoeffizienten. 
nlmlich -1 5 r 5 +l. 

_ _ ~  

2, M. G .  ]<ENDALL, Hank Correlation Methods, (;riffin & co., London 1955. 
3, C:. SPEAKMAN, Anier. J .  Psychol. 15, 88 (1904). 
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ubergang kann anhand der Frequenz identifiziert werden. Die Genauigkeit der Fre- 
quenzmessung der verschiedenen experimentellen Anordnungen erhalt somit bei der 
Identifikation von Schwingungsubergangen einen starken Einfluss auf die statistische 
Folge, auf welche der Test angewendet werden soll. Werden verschiedene Phasen 
verglichen, muss der Effekt des Aggregatzustandes auf die Auswahlregeln und die 
Frequenz der Ubergange beriicksichtigt werden. Spezielle Vorsicht wird beim Vor- 
handensein von intermolekularen H-Briicken und stark polaren Gruppen geboten sein. 

2.  Ein Schwingungsubergang gelte als beobachtet, wenn er mittels irgendeiner 
der beim Test beniitzten experimentellen Anordnungen beobachtet wurde (Anzahl 
der dem Test zugrunde gelegten Schwingungsubergange ist Vereinigungsmenge der 
in den verschiedenen experimentellen Anordnungen beobachteten und eventuell iden- 
tifizierten Ubergange). Als wichtige Konsequenz dieser Annahme erwahnen wir die 
Willkiir in der Wahl des Frequenzbereichs, in welchem man den Test anwenden will. 
Bei vielen Fragen wird man sich, auch zufolge Riicksicht auf Annahme 1, auf das 
Fingerprintgebiet beschranken. So werden etwa im Frequenzband 1370-4000 cm-' 
in sehr vielen Fallen Koinzidenzen zwischen Infrarot- und RAMAN-Spektren fest- 
gestellt werden, deren Interpretation zweifelhaft ist *). 

3. Dem Test sei als Hypothese zugrunde gelegt: die in verschiedenen experimen- 
tellen Anordnungen festgestellten Merkmale seien zufallige Eigenschaften der be- 
obachteten Schwingungsiibergange. 

Sind also in zwei verschiedenartigen Experimenten nl bzw. n2 Schwingungs- 
iibergange festgestellt worden, so besitzen die Falle 0, 1, 2, 3, . . . Koinzidenzen eine 
a priori Wahrscheinlichkeit proportional zur Zahl der Permutationen von n,-k 
Elementen dcr Art 1 (z. B. RAMAN-inaktive tibergtinge) n,k Elementen der Art 2 
(z. B. infrarot-inaktive tfbergange) und k Elementen der Art 3 (z. B. infrarot- und 
Rmim-aktive tfbergange) . 

4. Sind in zwei Experimenten n1 bzw. n2 Schwingungsiibergange beobachtet 
worden, folgt aus den Annahmen 1, 2 und 3 zunachst als Wahrscheinlichkeit fur das 
Auftretcn von k Koinzidenzen 

Die diskrete Dichte (1) kann mittels der Erzeugenden 

= F ( - n , ,  -nz;  -nl-n2;  -x ) /F( -n l ,  -n2;  -nl-n,; -1) (2-3) 

4, Dieser Test wurde von E. BILLETER & Hs. H. GUNTHARD, Helv. 41, 686 (1958), zur Be- 
urteilung von Koinzidenzen zwischen Infrarot- und RAMAX-Spektrum von fliissigem Cyclodecan 
beniitzt. Infolge eines Versehens wurde in dieser Arbeit der 1. Teil der Bedingung (3-7') nicht 
angeluhrt, wohl aber verwendet. 

6 ,  Fur Definitionen und Vormeln sichr z .  B. \Y. M.4GNVS & F. OBERHETTINCER, Formeln 
und Satze, Springer, 1948. 

6 ,  Siche z. €3. W. FELLER, Probability Theory, Wilcy, New York (1950). 
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dargestcllt werden, wo F (a, b ;  c ;  x) die hypcrgeometrische Funktions) ist und fur 
das folgendc n2 n1 vorausgesetzt wird. Aus (3) folgt fiir die Momente dcr Vertei- 
lung 6, 

XI, = <k> = f ’ (1)  = 2 k P ( k ) / x  P(k)  (2-4 
- - [ n l ~ ~ l / ( n ~ + n , ) j . F ( - n l + l ,  - n , + l ;  - n , - n , + l ;  - l ) / F ( - n , ,  - n l ;  - n - n p ;  -1) 

M, = <k2) = f ’ ( l ) + f ” ( l )  = 2 k21’(k) /xP(k)  
M, = (k3) = f’(1) + 3 f ”(1) + f”’(1) = 2 k 3 P ( k ) / x P ( k ) .  

Man erhdt hieraus die zentrierten Momente 
p1 == ’k-(k))  = 0, 
p2 = U’ = ( ( k -  (k)),) = RI,- JTl2 (Varianz), 
p3 = <(k- ( k ) ) 9  = &‘I3-3 M1M,+2 M,3 (Schicfc). (2-5) 

Es gibt vcrschiedenc Moglichkeiten, die T.’erteilung (1) asymptotisch zu approxi- 
miercn (s. Anhang 5 ) .  Dic von uns gefundenen Approximationen erwiesen sich 
fur dic 13cstimmung der Momente bei n-Werten 5 50 als zu ungenau. IVie die nume- 
rische Berechnung einiger Verteilungen mit n-Werten der Grosse 10-50 zcigten, sind 
die Verteilungen (1) nahczu GAmS’sche Fehlerkurven mit Mittelpunkt <k) und Dis- 
persion B = 1 pz. 

In Fig. 1, 2 und 3 sind die Resultate der nunierischen Berechnung von <k), B ,  

p3 fur n, = 10 (5) 50, n2 = 5 (5 )  n, graphisch dargestellt ; man sieht daraus, dass stets 
0 < p3 5 p44. Die Verteilungen werden gut durch Fehlerkurven approsimiert : 

(2-6) 

I 

p(k) 
p(k)-xv(k) ! . 

w(k) = (U ]/2 n:)-lexp r -  ( k -  c:k:?)2/2 u21 

die Fehler - -  sind meist klcincr als 10% (s.w.u.). 
I P(k) 

5 

4 _ _  4.. ~~ I . I d  - - . _ I _ L  I 

5 I0 15 20 25 30 35 40 45 50 
Fig. 1 

3. Priifung der Hypothese 
Zur Priifung der Hypothese 2.3 stehen verschiedene Moglichkeiten offen : 
3.1. Die Hypothese ist zu verwerfcn, wenn die Zahl K der beobachteten Koinzi- 

K >, k, w ( K )  2 S,, (3-7‘) 
denzen dcn 13edingungen geniigt 

wo S, cine feste Schranlte bedeutet. 
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3.2. Dic Hypothese ist falsch, wenn K die Bedingung erfiillt 

112 c P(k) < Tc, 
k = K  

wo T, eine feste Zahl 0 < T < 1 bedeutet. 

3 -  

la 

21- 
I 

1 
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Fig. 2 

A4pproximiert man in 1. Naherung die Summe in (3-7 ”) durch die Fehlerfunktion?) 
so erhalt man mit tels der EumR’schen Summenformel*) nach einiger Rechnung 

+(4 1/?u)-’ [H’((n,- <k))/(T 1/2)+H’((K- <k))/u 1/2)] 
+ (48 u2)-l [H”((n,- ( k > ) / u p ) - H ” ( ( K -  (k)/cr)b)]. (3-8 ‘ 1 )  

Benutzt man die Approximation (6), so hat man an Stelle von (3-7’) 

p(k) w (u 1/g)-’ H’((K- (k))/o v2). (3-8’) 

Mittels der 
gegebenem 
bestimmen 

Gleichungen (8’) und (8”), der numerischen Werte von (k> und CT bei 
K, nl, n2 (s. Fig. 1, 2)  lassen sich die Grossen p(k), 2 p(k) angenahert 
und damit die oben beschriebenen Entscheidungen auf Grund von Be- 

obachtungen treffen. 

Fur die Definition der Fehlerfunktionen Erfc x, 

H(x) = (2/1/%) 7.-t’ d t  und @(x) = (2 n)-l12 7 e-t’I2 d t  

siehe ERD~LYI,  MAGNUS, OBERHETTINCER & TRICOMI, Higher Transcendental Functions, Vol. 2, 
p. 147, McGraw-Hill, New York 1953, bzw. B. L. VAN DER WAERDEN, Mathematische Statistik, 
p. 10, Springer, Berlin 1957 : Zur numerischen Rechnung ist die Funktion H(x) bequemer, siehe 
z.  B. die Tabellen fur H(x) und dessen Ableitungen bei JAHNKE-EMDE, Funktionentafeln, Dover, 
New York 1945, p. 24ff. (dort mit @(x), rD1(x). . . bezeichnet). 

0 --oo 

8, Siehe z. B. WHITAKER & WATSON, Modern Analysis, Cambridge 1950, p. 127. 
143 



2274 HELVETICA CHIMICA ACTA 

4. Diskussion und Beispiele 
4.1. Wir wenden den oben beschriehenen Test auf einige Beispiele an. 
4.1 1. Propa?zY). In den Schwingungsspektren des Propans wurden irn Fingerprint- 

gebiet n2 = 5 €<Ailax-Linien und n1 = 11 Infrarotbanden gefunden, von denen I< = 4 
Koinzidenz zeigen (ctalle o 1K.-Banden sind hierbei gezahlt und die Koinzidenz ist 
anhand der Literaturangaben fixiert). Nach Fig. 1 und 2 ist <k>(11,6) - 2,15, (T -- 

1,12, somit iit genihs (3-7’) w(4) z 0,OO. Demnach ist die Wahrscheinlichkeit, dass 
zufalligerweise 4 der 6 RAMAN-Linien Koinzidenz zeigen, 0,09, und man kann die 
Hypothese mit einrr Vertrauensgrenze von 90% vcrwerfen. 

n, 
45 

_ -  --gj 

35 
--30 

25 

/’ 2 

__ ~~ ,, --- 
- -- _- 

2 

5 
Fig. 3 

4.12. Die Untcrsuchung der Schwingungsspektren des Cyclodecans lo) ergab fur 
die flussige Phase n1 = 46, n2 = 35, K = 20. Folglich ist <k> = 11,60, (T = 2,65, 
K > <k>, w(K) 1,0.10-3 (die exakte numerischc Rechnung ergah w(20) 
1,25 - Die Koinzidenzen sind somit (im Rahmen einer Vertrauensgrenze von 
mindestens 0,998) signifikant. 

4.13. Dimethylacetylen.ll). In den Schwingungsspektren des Dimethylacetylens 
wurden beobachtet : RAiiAN-Spektrum (1) : 7 Linien zwischen 520. . .1300 cm-l Infra- 
rotspcktrum (g) : 8 Linien zwischen 520. . .1300 cm-l Zahl der Koinzidenzen: 
1 (evtl. 2). 

Somit <k>(8,7) z 2,2;  (T = 1,OS und, da K < (k), ist die Hypothese richtig, d. h. 
die Koinzidenzen zwischen Infrarot und KAviAN-Spektren sind zufallig. 

4.2. Es ist vielleicht angebracht, einige Remerkungen zu machen im Anschluss 
an die oben sub 2 gemachten Feststellungen. 

u, G. HILRZBKRG, Infrared-Ramanspectra of Polyatomic Molecules, Van Kostrand Comp., 

lo) E. BILLETER & Hs. H. GUNTHARD, Helv. 41, 686 (1933). 
11) G. HERZBERG, Zoc. c i t .  D), p. 358. samt weiteren Literaturzitaten. 
la) Wir danken Prof. RUTISH.4USER auch an dieser Stelle fur die Ausfiihrung der Rechnungen. 
rd) Zum Beweis verw-endet man z. B. Formel 5.19.2 bei ERDBLYI, MAGNUS, OBERHETTIKCER & 

l4) J .  Math. I’hys. 34, 182 (1955). 

Xew York 194.5, p. 361. 

TRICOMI, Integral Transforms, Bd. 1, p. 291. 
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Irn allgemeinen wird im Infrarotspektrum zufolge der leichten Reobachtbarkeit 
von Kombinations- und Obertonen eine zu hohe Zahl von Schwingungsiibergangen 
gezahlt. Im RAMAN-Spektrum sind rneist nur Grundtone beobachtbar. Eine der Zahlen 
n, oder n2 und evtl. K wird in diesen F a e n  zu hoch angenommen. Intermolekulare 
Wechselwirkungen konnen Durchbrechungen der Auswahlregeln zur Folge haben, 
wodurch die Zahl der Koinzidenzen zu hoch gezahlt wird. Dann lauft man Gefahr, 
dass der Test Signifikanz fur die Koinzidenzen ergibt. Bei Molekeln mit vielen 
Schwingungsubergangen im Fingerprintgebiet wird die beschrankte Genauigkeit der 
Frequenzrnessung zu zu hohen Koinzidenzzahlen K fuhren. In Gebieten rnit starker 
Anhaufung von Schwingungsiibergangen (Frequenzunterschied z Linienbreite) ist 
der Test mit Vorsicht anzuwenden. 

5. Anhang 
5.1. Die fur die Herstellung der Fig. 1, 2, 3 benotigten Werte von 

Z P ( k ) ,  z k P ( k ) ,  ,Zk2P(k), D W k )  

wurden von Herrn Prof. Dr. H. RUTISHAUSER vom Institut fur angewandte Mathe- 
matik auf der ERMETH numerisch berechnet 12). 

5.2. Die Summe z P ( k )  lasst sich auf viele Arten in bestimrnte Integrale umwandeln, z. B. 
solche mit LAGUERRE-PolynOmen"), Wie 

' m  

die jedoch wegen der Vorzeichenwechsel im Integranden fur numerische Rechnung nicht bequcrn 
schienen. 

5.3. Summiert man nach einer von A. D.  WHEELER^^) angegebcnen Methode unter Benutzung 

von / e Y P d u  = n !, einer Hilfsvariabcln und zweimaliger LAPLACE-Transformation, so kann 

man zeigen, dass 

M 

0 

z P ( k )  = pinz!)  [(- ~ /~1)nP{(2 - I )n11-1 -n1}1~=1+0  . 

Diese Gleichung lasst sich aus einer Er~eugcnden'~) erhaltcn: mit x = 1-1 wird aus 

z P ( k )  = (l/nz!) [(d/dx)nP{ (1 + ~ ) ~ l ( l -  x ) - * - ~ ~ } ] ~ =  (5-9) 
und somit 

Mittels des Residuensatzes folgt hieraus, dass 

wo R einen ganz im Einheitskrcis der x-Ebene gelegenen Kreis rnit Mittelpunkt Xu11 bedcutet. 
Der Integrand von (5-11) kann als exp [ - (1 + n2)lnx+ n,ln(l+ x) - (1 + n,)ln(l - x)] geschriebcn 
werden und hat die durch Gleichung h'(x) = - [(1+ nz)/x] + [n,/(l + x)] + [(1+ n,)/(l- x)] = 0 
bestimmten Sattelpunkte bei 

2 l / Z l  
I '  xo = [ (1+2n,) /2(2+n2)lf-1 f (1+n2) (z+n2),/(-i +n,) )] \ 

16) ahnliche Formeln siehe ERDBLYI, MaGNus, OBERHETTINGER, Higher Transcendental 
Functions, Bd. 3, p. 248, (22), (23). 
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Deformirrt man den Integrationswcg in (5-11) zur Gerade x = x,+iy,  so crhalt man in der 
ii1,lichen \I’eisc 

n* 
zP(k) -xc l -n ’ ( l  + ~ , ) ~ ~ ( l  - X~)-’-~~(Z x h”(xo))-1’2 (5-12) 

U 

mit 
ti”(xo) : (1+n2) x , - 2 - n 1 ( 1 + ~ ) ~ 2 + ( 1 + n 1 ) ( 1 - x , ) - ~  > 0 .  

In tlem Bereich \on n1 = 10(5)50. n2 = 5 ( S ) 5 0 ;  n4 I nl, envies die nuxnerische Kechnung, dass 
die Sattelpunktsformel (5-12) zu wenig genau ist.  

5.4. Die mittels der Normalverteilung ( 2 6 )  erziclbarc .Approximation von p(k) fiihrt in den 
von uns kontrollierten Fallcn zii Fehlern, welchc fiir ~ (lc- (k))/(r1/2 1 < 1,9 untcr ca. 10% 
liegcn. Dies zrigt etwa die folgende Tabelle des Spezialfalls n1 = 41, n2 = 35, (k) = 11.06. 
0 = 2,63. 

k 

3 
4 
S 
6 
7 
8 
q 

10 
11 
12 

(1,0007 
28 
88 

223 

70.5 
1156 
1436 
1533 
1414 

460 

0,001 3 
41 

110 
223 
460 
771 

1159 
1398 
1517 
1423 

k 

13 
14 
15 
16 
17  
18 
19 

21 
22 

20 

0.1132 
793 
484 
258 
120 
49 
17 
5 
1 

~ 

w(k) 

0,1155 
813 
494 
260 
118 
47 
16 

5 
1 

- 

Fur  (k-  <k))/@ < - 2 tiesonders konnen arosserc Abweichungen auftreten, die fiir die 

Die vorliegrnde Arbeit wurtle durch den Schweaserischen Nationalfonds (Projckt Xr. 1284) 
praktische Anwendung jedoch nicht erheblich srin sollten, d a  dann w(k) > p(k) .  

unterstiitzt. 

SUMMARY 

A statistical test (K-test) has been devised to allow decisions to make about the 
significance of coincidences bctween different spectra. Tables for average number, 
root mean square and third moment of coincidence distribution are given. A few 
examples and precautions are discussed. 

0rg.-chemisches Laboratorium 
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